
6 дәріс. Екінші ретті тұрақты коэффиценті, сызықты, біртекті дифференциалдық теңдеулер.

1. [bookmark: _GoBack]ЕКIНШI РЕТТI ТҰРАҚТЫ КОЭФФИЦИЕНТТI
СЫЗЫҚТЫ  БІРТЕКТІ  ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУ

	Екiншi реттi тұрақты коэффициенттi сызықты біртекті  дифференциалдық теңдеу деп 

[image: ],                                                 (1)

теңдеуін айтады. Мұндағы,  p мен q тұрақты сандар.              
(1) теңдеудің жалпы шешімі 

[image: ],                                                   (2)

болады. Мұндағы, [image: ] мен [image: ] теңдеудің сызықты тәуелсіз дербес шешімдері, ал [image: ] мен [image: ] еркін тұрақтылар.
Екiншi реттi сызықты біртекті  дифференциалдық теңдеу шешімін 

                             [image: ]                                                          (3)

түрінде іздейміз, мұндағы, r – анықталуы керек нақты сан. Осы функцияны (1) теңдеу орнына қоямыз

[image: ][image: ].

[image: ] функциясы х-тің ешбір мәнінде нөлге тең болмайды, сондықтан   (2)  функция берілген теңдеудің шешімі болуы үшін 

                      [image: ]                                                   (4)

болуы керек. Бұл теңдеуді  екiншi реттi сызықты біртекті  дифференциалдық теңдеудің  сипаттамалық теңдеуi деп атайды. 
Сипаттамалық теңдеуiң түбірлеріне байланысты мынадай тұжырымдар дұрыс болады:	
1. Сипаттамалық теңдеудiң  [image: ] және [image: ] әртүрлi нақты түбiрлерi болсын. Онда: [image: ] теңдеудiң [image: ] және [image: ] дербес шешімдері болады.  Осы екі шешім сызықты тәуелсіз екенін көрсетейік.
	Шынында да, олардың сызықты комбинациясы
 [image: ]                                               (*)

нөлге тепе-тең болсын дейік. Бұдан: [image: ]. [image: ] болғандықтан соңғы теңдіктің оң жағында тұрған функция [image: ] болған жағдайда ғана тұрақты болады, олай болса   [image: ].  Демек,   (*) теңдік тек  [image: ] болғанда ғана орындалады екен. Бұл [image: ] және [image: ] дербес шешімдері сызықты тәуелсіз екенін көрсетеді. (2) теңдік бойынша дербес шешімдердің сызықты комбинациясы (1) дифференциалдық теңдеудің жалпы шешiмi болады: 
 
[image: ]                                               (4)

	Мысал. Дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімін табу керек:  [image: ].
Шешуі. Теңдеуді 3-ке бөліп, 

[image: ]

түрінде жазсақ, коэффициенттері [image: ] екенін анықтап, сипаттамалық теңдеуін жазамыз:

[image: ].

Теңдеу түбірлерін [image: ]  тауып, (4) теңдеудегі орнына қойып, теңдеудің жалпы шешімін табамыз

[image: ].

2. Сипаттамалық теңдеудiң  екi еселi [image: ] нақты түбiрлерi болсын. Онда [image: ] теңдеудiң [image: ] және [image: ] дербес шешімдері болады.  Осы екі шешім сызықты тәуелсіз екенін көрсетейік.
	Шынында да, олардың сызықты комбинациясы

 [image: ]                                             (*)

нөлге тепе-тең болады, егер [image: ] нөлдік функция болса. Осыдан  [image: ] болатындығы шығады. Демек [image: ] және [image: ] дербес шешімдері сызықты тәуелсіз. (2) теңдік бойынша  дербес шешімдердің сызықты комбинациясы (1) дифференциалдық теңдеудің жалпы шешiмi болады:  

[image: ].                                         (5)

	Мысал. Дифференциалдық теңдеудің берілген бастапқы шартты қанағаттандыратын дербес шешімін табу керек:

[image: ], [image: ].

Шешуі. Теңдеудің сипаттамалық теңдеуін жазамыз:

[image: ].

Теңдеу [image: ] теңдеумен мәндес, түбірлері [image: ]  еселі, (5) теңдеудегі орнына қойып теңдеудің жалпы шешімін табамыз

[image: ].

	Енді берілген бастапқы шарттан еркін тұрақтыларды табамыз. Алдымен жалпы шешімнің туындысын табайық:

[image: ].

Айнымалылардың мәндерін орнына қойып жүйе аламыз, жүйені шешіп еркін тұрақтыларды табамыз:

[image: ]

Сонда берілген дифференциалдық теңдеулердің берілген бастапқы шартты қанағаттандыратын дербес шешімі:

[image: ].

3. Сипаттамалық теңдеудiң  [image: ] және [image: ] әртүрлi комплексті түбiрлерi болсын, мұндағы [image: ] квадраты  [image: ]-ге тең болатын, [image: ],  жорамал бір. Онда: [image: ] теңдеудiң [image: ] және [image: ] дербес шешімдері болады.  Осы екі шешім сызықты тәуелсіз екенін көрсетейік.
	Олардың сызықты комбинациясы

 [image: ]                                       (*)

нөлге тепе-тең дейік. Сонда [image: ] болады. Осыдан: [image: ], оң  жағында тұрған функция [image: ] болған жағыдайда ғана тұрақты болады, олай болса [image: ].  Демек,  (*)  теңдік тек  [image: ] болғанда ғана орындалады екен. Демек, [image: ] және [image: ] дербес шешімдері сызықты тәуелсіз. (2) теңдік бойынша  дербес шешімдердің сызықты комбинациясы (1) дифференциалдық теңдеудің жалпы шешiмi болады:  

[image: ].                              (6)

	Мысал. Дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімін табу керек:  

[image: ].

Шешуі. Теңдеу коэффициенттері [image: ], сипат-тамалық теңдеуін жазамыз
[image: ].

[image: ].
 
Теңдеу түбірлерін 

[image: ]  [image: ]   

тауып, [image: ] екенін көреміз. (6) теңдеудегі орнына қойып теңдеудің жалпы шешімін табамыз:

[image: ].


2. ЕКIНШI РЕТТI ТҰРАҚТЫ КОЭФФИЦИЕНТТI СЫЗЫҚТЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУ 

	Екiншi реттi тұрақты коэффициенттi сызықты дифференциалдық теңдеу деп 

[image: ],                                            (7)

теңдеуді айтады. Мұндағы, p мен q тұрақты сандар.              
(7) теңдеудің жалпы шешімі 

[image: ],                                                 (8)

болады. Мұндағы [image: ] сәйкес біртекті [image: ]теңдеудің жалпы шешімі, ал [image: ] (7) теңдеудің қандай да бір дербес шешімі. (8) функцияның жалпы шешім болатынын оны тікелей (7) теңдеуге қойып тексеруге болады.
	[image: ] шешімді табуды білеміз.  
[image: ]  шешімді табуды қарастырайық. Бұл шешімді жалпы тұрақтыны вариациялау әдісімен табуға болады. Бірақ, егер  теңдеудің оң жағындағы [image: ] функция көпмүше, көрсеткіштік функция, тригонометриялық функция немесе олардың комбинациясы болса, онда бұл дербес шешімді белгісіз коэффициенттер әдісімен табуға болады. Осы жағдайларды қарастырайық.
1. Теңдеудің оң жағы [image: ] көпмүше болсын,

[image: ].
Онда [image: ]  шешім 
[image: ] ,

түрінде ізделеді. Мұндағы [image: ] - дәрежесі [image: ] көпмүшемен бірдей болатын көпмүше, ал [image: ] - нөлге тең болатын сипаттамалық теңдеу түбірлерінің саны. 
	Мысал. Дифференциалдық теңдеуді шешу керек: 

 [image: ].

	Шешуі. Сәйкес біртекті теңдеудің [image: ] жалпы шешімі (алдыңғы пунктте табылған): [image: ]. 
	Сипаттамалық теңдеудің [image: ] түбірлері [image: ].  Бұл түбірлер арасында нөл жоқ болғандықтан [image: ], көпмүше, яғни дербес шешім түрі:

[image: ],

мұнда, А мен В белгісіз коэффициенттер.  [image: ] функциясының бірінші және екінші ретті туындыларын тауып   теңдеуге қоямыз: 

[image: ],

ықшамдап, [image: ], дәрежелері бірдей айнымалы коэффициенттерін теңестіріп жүйе шешеміз:

[image: ]

Сонда дербес шешім табылады:  [image: ]. 

Табылған мәндерді (8) қойып берілген теңдеудің жалпы шешімін табамыз
[image: ].
 	2. Теңдеудің оң жағы  [image: ] болсын. Онда [image: ]  шешім 

[image: ] 

түрінде ізделеді. Мұндағы, [image: ] - дәрежесі [image: ] көпмүшемен бірдей болатын көпмүше, ал [image: ] - [image: ]-ға тең болатын сипаттамалық теңдеу түбірлерінің саны. 
	Мысал. Дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімін табу керек:

[image: ]
	
	Шешуі. Сәйкес біртекті теңдеудің [image: ] жалпы шешімі (алдыңғы пунктте табылған):  [image: ]. 
	Сипаттамалық теңдеудің  түбірлері [image: ]  арасында берілген теңдеудің оң жағындағы [image: ] өрнектегідей бір түбір бар, [image: ] сондықтан [image: ], көпмүше бірінші дәрежелі, яғни дербес шешім түрі:

[image: ],

мұнда, А мен В белгісіз коэффициенттер.  [image: ] функциясының бірінші және екінші ретті туындыларын тауып   теңдеуге қоямыз, ықшамдап,

[image: ]

дәрежелері бірдей айнымалы коэффициенттерін теңестіріп жүйе шешеміз:
[image: ]
Сонда дербес шешім табылады: [image: ]. 

	Табылған мәндерді (8) қойып берілген теңдеудің жалпы шешімін табамыз
[image: ][image: ].

	3. Теңдеудің оң жағы [image: ] түріндегі функция болсын, мұндағы,  [image: ] белгілі сандар.  Онда [image: ]  шешім 

[image: ] ,

түрінде ізделеді.  Мұндағы,  А мен В белгісіз коэффициенттер, ал [image: ] - [image: ]-ге тең болатын сипаттамалық теңдеу түбірлерінің саны. 
	Мысал. Дифференциалдық теңдеудің жалпы шешімін табу керек:  [image: ].
	Шешуі. Сәйкес біртекті теңдеудің [image: ] жалпы шешімі (алдыңғы пунктте табылған): [image: ]. 
	Сипаттамалық теңдеудің  түбірлері [image: ], арасында берілген теңдеудің оң жағындағы [image: ] өрнектегідей түбірі жоқ, сондықтан [image: ], яғни дербес шешім түрі:

[image: ],

Осы функцияның бірінші және екінші ретті туындыларын тауып   теңдеуге қоямыз, ықшамдап,

[image: ]

тригонометриялық функциялар коэффициенттерін теңестіріп, жүйе шешеміз:

[image: ]

Сонда дербес шешім табылады:  [image: ]. 

	Табылған мәндерді (8) қойып берілген теңдеудің жалпы шешімін табамыз:

[image: ][image: ].
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